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RESUMEN

El campo de las ecuaciones diferenciales ha
cobrado auge en la actualidad por el desarro-
llo cientifico y tecnoldgico. Por esta situacion,
el estudio de nuevas metodologias para solu-
cionarlas se ha vuelto importante. A partir de
la combinacion del método de Laplace Trans-
form (LT) y el método de perturbaciéon (PM) es-
te trabajo presenta el método LT-PM, y su mo-
tivacion se encuentra en la aplicacion cono-
cida de la LT a ecuaciones diferenciales ordi-
narias lineales. El objetivo de este trabajo fue
presentar una modificacion del método de per-
turbacion (PM), el método de perturbacion con
transformada de Laplace (LT-PM), con el fin
de resolver problemas perturbativos no linea-
les, con condiciones a la frontera definidas en
intervalos finitos. La metodologia consistio en
aplicar LT a la ecuacion diferencial por resol-
ver y después de asumir que la solucion de la
misma se puede expresar como una serie de
potencias de un parametro perturbativo, se ob-
tiene la solucién del problema aplicando sis-
tematicamente la transformada inversa de La-
place. Los principales resultados de este tra-
bajo se muestran a partir de dos casos de estu-
dio presentados, donde se observa que LT-PM
es potencialmente util para encontrar solucio-
nes multiples de problemas no lineales. Ade-
mas, LT-PM mejora la aplicabilidad del méto-
do de perturbaciéon en algunos casos de con-
diciones a la frontera mixtas y de Neumann,
donde PM simplemente no funciona. Con el
fin de verificar la exactitud de los resultados
obtenidos, se calculd su error residual cuadra-
tico (SRE), el cual resultd muy bajo, de donde
se dedujo su precision y la potencialidad de
LT-PM. Se concluye que si bien el método pro-
puesto resulta eficiente en los casos particu-
lares presentados, se espera que sea una he-
rramienta potencialmente eficiente y util pa-
ra otros casos de estudio, particularmente, en
aquellos relacionados con aplicaciones prac-
ticas en ciencias e ingenieria.

PALABRAS CLAVE: transformada de Laplace, mé-
todo de perturbacién, ecuaciones diferenciales
no lineales.

ABSTRACT

The field of differential equations has recen-
tly gained attention due to recent developments
in science and technology. For this reason, the
analysis for the use of new methodologies to
solve them has become important. Based on the
combination of Laplace Transform method (LT)
and Perturbation Method (PM) this article pro-
poses the Laplace transform-Perturbation Me-
thod (LT-PM) which finds its motivation on the
application of LT to linear ordinary differential
equations. The goal of this work is to propose a
modification of PM - the LT-PM), in order to sol-
ve nonlinear perturbative problems with boun-
dary conditions defined on finite intervals. The
proposed methodology consisted on the appli-
cation of LT to the differential equation to sol-
ve and then, assuming that its solutions can be
expressed as a series of perturbative parame-
ter powers. Thus, the solution of the problem is
obtained by systematically applying the trans-
formed inverse LT. The main results of this
paper were shown through two case studies,
where LT-PM is identified as potentially useful
for finding multiple solutions to nonlinear pro-
blems. Additionally, the LT-PM enhances the
applicability of PM, in some cases of mixed and
Neumann boundary conditions, where PM is
unsuitable to provide the results. With the pur-
pose of verifying the accuracy of the obtained
results, the Square Residual Error (SRE) was
calculated. The resulting value was extremely
low, which showed the precision and poten-
tial of LT-PM. We conclude that, although the
proposed method resulted efficient for the case
studies presented in this article, it is expected
that LT-PM can be a potentially useful tool for
other case studies. Particularly those related to
the practical applications of science and engi-
neering.

KEYWORDS: Laplace transform, perturbation me-
thod, nonlinear differential equations.
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INTRODUCCION

El método de perturbacion (PM, por sus siglas
en inglés: Perturbation Method), es un méto-
do bien establecido, puesto que ha sido utili-
zado exitosamente en la solucion de diversos
problemas cientificos y de ingenieria (Chow,
1995; Holmes, 1995; Marinca y Herisanu, 2011;
Filobello-Nino y col., 2013a; 2013d; 2014); figu-
ra entre los métodos pioneros propuestos, con
el fin de aproximar varios tipos de problemas
no lineales. Este método fue iniciado por S. D.
Poisson y extendido por J. H. Poincare. Aun-
que el método aparecid a principios del siglo
XIX, la aplicacién de los procedimientos de
perturbacion, para resolver ecuaciones diferen-
ciales no lineales, se realizé mas tarde en ese
siglo. Los esfuerzos mads importantes se cen-
traron en la mecanica celeste, la mecanica de
fluidos y la aerodinamica (Chow, 1995; Holmes,
1995; Marinca y Herisanu, 2011; Filobello-Nino
y col., 2013a).

El PM supone que es posible expresar una ecua-
cion diferencial no lineal en términos de una
parte lineal y otra no lineal (Chow, 1995; Hol-
mes, 1995; Filobello-Nino y col., 2013a; 2013c;
2013d; 2014). La parte no lineal se considera
como una pequefla perturbacion, a través de
un parametro pequefio (el parametro de per-
turbacion). La suposicion de que la parte no li-
neal es pequefa, en comparacion con la lineal,
es considerada una desventaja del método.
Por lo tanto, se han propuesto otras alternati-
vas para encontrar soluciones aproximadas a
las ecuaciones diferenciales que describen al-
gunos problemas no lineales, como las basados
en: enfoques variacionales (Melchionna, 2017;
Mohyud-Din y col.,, 2017), método tanh (Zahran
y Khater, 2016), método exp-function (Ayub y
col., 2017; Ravi y col, 2017), método de des-
composicion de Adomian (Hendi y Al-Qarni,
2017; Asma y col., 2018), expansion de parame-
tros (Zhang y Xu, 2007), método de perturba-
cion homotépica (HPM, por sus siglas en in-
glés: Homotopy Perturbation Method) (He, 2006;
Khan y col., 2011; Aminikhah, 2011; 2012; Ami-
nikhan y Hemmatnezhad, 2012; Ayati y Bia-
zar, 2015; Mirzazadeh y Ayati, 2016; Lee y col.,
2017), método de analisis de homotopia (Abbas-

doi.org/10.29059/cienciauat.v13i2.1119

bandy y col., 2009; Liu y Wang, 2018), entre
muchos otros.

Aunque el PM, proporciona, en general, mejo-
res resultados para pequeiios valores del pa-
rametro €<< 1, algunos articulos de la lite-
ratura han reportado soluciones precisas en la
aplicacién de PM a problemas, con las condi-
ciones de frontera de Dirichlet, incluso para
valores relativamente grandes del parametro
de perturbacién (Filobello-Nino y col., 2013a;
2013c; 2013d; 2014). No obstante, en Filobe-
llo-Nino y col. (2013c), se ejemplifico que, en el
caso de condiciones de frontera mixtas, PM
podria ser menos adecuado, porque esos pro-
blemas tienen la dificultad adicional de no pro-
porcionar uno de los puntos finales del inter-
valo, requiriéndose en algunos casos, de mas
iteraciones, con el fin de ubicar su posicion
final. Incluso, hay ecuaciones diferenciales or-
dinarias, con condiciones de frontera mixtas
y de Neumann definidas, de modo que PM es
inadecuado para proporcionar cualquier resul-
tado.

La transformada de Laplace (LT, por sus siglas
en inglés: Laplace Transform) (o cilculo ope-
racional) ha desempefiado un papel relevante
en las matematicas, no solo desde un punto
de vista tedrico, sino porque su metodologia
ha permitido solucionar de manera mads sim-
ple, muchos problemas de ciencias e ingenie-
ria, en comparacion con otras técnicas (Spie-
gel, 1988). En particular, la LT es util para re-
solver ecuaciones diferenciales ordinarias li-
neales (linear ODES, por sus siglas en in-
glés: Ordinary Differential Equations) con coe-
ficientes constantes y con condiciones inicia-
les; ademas, resulta util para encontrar solucio-
nes de algunos casos de ecuaciones diferen-
ciales con coeficientes variables y ecuaciones
en derivadas parciales (Spiegel, 1988). Por otro
lado, las aplicaciones de LT para ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales se centran
principalmente en encontrar soluciones apro-
ximadas, por lo que Aminikhah (2012) y Ami-
nikhan y Hemmatnezhad (2012) reportaron una
combinacién de HPM (por sus siglas en inglés:
Homotopy Perturbation Method) y la LT deno-

Filobello-Nifio y col. (2019). Transformada de Laplace en problemas no lineales
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minada LT-HPM, con la finalidad de obtener so-
luciones precisas para estas ecuaciones (Amini-
khah, 2011; Khan y col., 2011; Aminikhah, 2012;
Aminikhan y Hemmatnezhad, 2012; Filobello-
Nino y col.,, 2013b).

El objetivo del presente trabajo fue presentar
la combinacion de la transformada de Laplace
y el método clasico de perturbacion como una
herramienta alternativa poderosa para aproxi-
mar la solucion de ecuaciones diferenciales no
lineales con condiciones de frontera mixtas y
de Neumann, de una manera simple, precisa y
computacionalmente eficiente.

MATERIALES Y METODOS
Meétodo de perturbacion (PM)
La ecuacién diferencial de un sistema pertur-
bativo no lineal unidimensional (Chow, 1995;
Holmes, 1995; Filobello-Nino y col., 2013c; 2013d;
2014):

L(x)+eN(x)=0 @)

Donde se asume que:

x es una funcidn de una variable x = x(¢)

L(x) es un operador lineal que, en general, con-
tiene derivadas en términos de ¢

N (x) es un operador no lineal, y

€ es un parametro pequefio.

Considerando que el término no lineal de (1) es
una pequefa perturbacion y asumiendo que la
solucién de (1) se puede escribir como una serie
de potencias, en términos de: @

x(H)=x,(t)+ex,(t)+x, (1) +...

Entonces, sustituyendo (2) en (1) e igualando
términos con idénticas potencias de €, se obtie-
ne un numero de ecuaciones diferenciales que
pueden integrarse, recursivamente, para encon-
trar sucesivamente las funciones: X,(¢),x,(?),
x,(t)... de acuerdo al esquema general.

L(x,) =0, x,(4) =a. x(A) =b,...x,(B)=c, x}(B) =d, ... 3)
L(x)+N(x,)=0, x,(4)=0,x/(A4)=0,...5,(B) =0, x/(B) =d,...
L(x,)+ N(xp,%) =0, x,(4) = 0,x,(4) = 0,... x,(B) = 0, x,(B) =0, ...

L(x)+N(x,.x, ... X%, )=0, x,(4) =0,x;(4) =0,...x,(B) =0, x[(B) =0, ...
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donde t = A y t = B, denotan las condiciones a
la frontera del problema.

Del esquema anterior, es claro que X,(f) es la
primera aproximacion para la solucidon de (1),
que satisface sus condiciones a la frontera,
mientras que x,(¢), x,(¢), x,(¢).. son las apro-
ximaciones de orden superior, cuyos valores
deben ser cero, cuando se evaluan para los mis-
mos valores frontera.

Idea basica de la transformada de laplace (LT)
La LT de F(¢) se denota por L{F(z)} y esta defi-
nida por la integral (Spiegel, 1988):

LIF(} = f(s)= [ F(t)d 4)

Donde: f(s) es una funcion de un parametros y
denota la transformada de Laplace de F(2).

Entre sus propiedades mas importantes esta la
de linealidad, es decir:

L{cF @) +¢,F (D)} =c f,(s)+c,/,(5)
donde ¢, y ¢, son constantes y £{Fl(t)}=f1(s),
L{F®O}=£,()

®)

Otras propiedades de LT empleadas en este es-
tudio fueron:

D=l (>0 ©)
S
.. . n @)
i) Lit"(= (s>0)
{ } § +1
iii) L{F" @0} =5"f () =5 F(0) =52 F'(0)~...-F">©0)  (8)

donde F"™(¢) denota la n-ésima derivada de F(¢)

y L{F(t)} = £(s).

SilaLT de F@)es f(s), entonces F(¢) se llama la
LT inversa de f(s) y se expresa por:

Fy=L! {ro}.

Donde £} sellama operador de LT inversa.

De las ecuaciones (6) y (7) se deduce:

1) ©) "

(10)
1=L" (—
doi.org/10.29059/cienciauat v13i2.119
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El siguiente resultado se deduce de (5) y de-
nota la propiedad delinealidad de £':

L {clfl(s) +c,f, (s)} =c a

F(t)+c,F/(T)
Descripcion del LT-PM

LT-PM puede motivarse a partir del método LT,
para encontrar soluciones exactas de ecuacio-
nes diferenciales lineales (Zill, 2012). El proce-
dimiento de LT consiste en expresar una ecua-
cion diferencial lineal para alguna funcién y(t),
como una ecuacion algebraica, y se resume en
los siguientes pasos:

1. Aplicacién directa de LT a la ecuacion diferen-
cial por resolver.

2. Del paso anterior, se obtiene la denominada
ecuacioén transformada, que es una ecuacion al-
gebraica para la LT Y(s) de la funcién a deter-
minar y().

3. Resolucidén de la ecuacion transformada, es
decir se despeja Y(s).

4. Aplicacion directa de la LT inversa al resul-
tado obtenido en el paso anterior.

5. Obtencioén de la solucidn al problema origi-
nal (para una descripcion detallada de este pro-
cedimiento consultar por ejemplo Zill, 2012).

El objetivo de esta seccion fue mostrar como
LT y PM se combinan para encontrar solucio-
nes analiticas aproximadas de ODES como (1)
(dada la linealidad de LT).

Para ello, utilizando como guia el esquema men-
cionado, se aplica directamente la LT en ambos
lados de (1), en la forma:

L{L(x)} =-eL{N(x)}

Donde: L{L (x)} es la transformada de Laplace
de la parte lineal de la ecuacion diferencial; y
L{N(x)} es la transformada de su parte no lineal.

12)

usando la propiedad diferencial de (8), se obtiene:
s"L{x}=5""%(0) = 5"2x'(0) .- x" P (0) = —e L{N(x)}, (13)
o bien:

L(x)= ( ){s “x(0) +5"2x'(0) +...+ x"" ”(O)—e[{N(x)}} (14)

doi.org/10.29059/cienciauat.v13i2.1119

aplicando la LT inversa a ambos lados de (14), se
obtiene:

1 1 -1 n-2_1 n-1
g{H{ (0)+5"x(0) +. 4 x' ><o>}—s£{N<x>}} (15)

De acuerdo con PV, se supone que las solucio-
nes de (1) se pueden expresar como una serie
de potencias del parametro perturbativo e¢.

(16)
Donde: n=0
Vn denotan un conjunto de funciones a calcu-
larse por el método LT-PM por lo tanto, sustitu-
yendo (16) en (15), resulta:

Esv E'{( J«{s 5(0)+5™2(0) 4.4 X (0)) - e[{N(Eev)H 17
La comparacion de coeficientes de € con la mis-

ma potencia, lleva a determinar las funciones
VysVsV,s--- del siguiente esquema:

v, = fl{(in)(s“x(ons” 2(0) 44 x 1>(0)))}
S

g v—f'{i N(v))}

S

1

o (el

s., )1
v, =-L {(Sn)ﬁ{N(VO,VI,VZ)}}

i, _ (b
ev, =L {(sn)[{N(Vo,vl,vz,...,vj)}}

Por ultimo, una solucion aproximada, se obtiene
de sustituir (18) en (16).

(18)

Casos de estudio

Con el fin de mostrar la potencialidad de LT-
PM, se presentan dos casos de estudio, para los
cuales, PM resulta inadecuado y fallido.

Caso de estudio 1

A continuacion se encuentra una solucion apro-
ximada para la siguiente ecuacidon diferencial
no lineal de segundo orden con coeficientes va-
riables y condiciones a la frontera de Neumann.

;x(z)wxy(X) 0, 0sxs<l y(0)=0, yO=-1 (19)

Filobello-Nifio y col. (2019). Transformada de Laplace en problemas no lineales
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donde €es un parametro considerado en princi-
pio, pequeiio.

Método 1: utilizando PM
Denominando los términos:

L(y)=y"(x)  N@xy)=xp*(x) (0)

donde la prima denota diferenciacion con res-
pectoa .

Identificando € con el parametro PM, se asumira
una solucion para (19) en la forma: 1)

Y(x)=v,(x)+ev,(x)+eV,(X) + eV, (X) + £V, (X) +..., , (ver(2))

Al comparar los coeficientes de potencias igua-
les del parametro, se puede resolver para cono-

cer las funciones v,(x), v (x) V,(x), V,(X),... ¥
asi sucesivamente.

Para demostrar que PM es inadecuado para este
caso, sera suficiente considerar la ecuacion del
orden mas bajo:

v'=0 v(0)=0 v(D=-1 (22
la solucién de la ecuacién (22) v, (x)=ax+Db,
claramente no puede satisfacer simultdneamen-
te sus dos condiciones de frontera. Por lo tan-
to, PM es inapropiado para encontrar una solu-
cidon aproximada para este caso.

Método 2: empleando LT-PM
Aplicando la LT a (19), se tiene que:

LOMN+ sﬁ(xyz ) =0 (23)

después de utilizar (8) para el caso n=2 se obtiene:

s’Y (s)—sy(0) = y'(0) + sﬁ(xyz) =0 (24)

Resolviendo para Y(s) y aplicando la transfor-
macion inversa de LT [

) =L {f}- L {S%(L(xyz))} (25)

donde se define A= y(0), y se uso la condicién
y'(0)=0

CienciaUAT| 10
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A continuacion, se asume una solucion para y(x),
en la forma:

y(x)= Eoe”vn (26)

Sustituyendo (26) en (25):

w 2
Se'v =[1{£_i2£ x(eov +ev +8%v +..) ]} @7
n=0 ! N N 0 1 2

Al comparar los coeficientes de potencias igua-
les de &, se tiene que:

e vy (x)=L" {f} (28)
I _m 1 2

S
2 1 1

v (x)=L {(—S—z)ﬁ(2xvovl)} (30)

& v,(x)= fl{(_siz)ﬁ{x(vf +2v0v2)}} 1)

Resolviendo iterativamente las ecuaciones an-
teriores se obtiene:

V,(x)=4 (32)
v, (x) = —éf 33)
v,(x) = 9—;x6 (34)
vi(x)=- 1 1240 x* (35)

y asl sucesivamente.

Al sustituir (32), (33), (34) y (35) en (26) se
obtiene una aproximacion practica de tercer
orden:
2 3.2 4 3
y(x)=A—A 8x3+A £ xo- Ae x (36)
6 90 1120

Para calcular el valor de A se requiere que (36)
satisfaga la condicién de frontera y’ (1)=-1, re-
sultando en una ecuacién algebraica para A

doi.org/10.29059/cienciauat v13i2.119



después de considerar el valor =1, como caso
de estudio particular, se obtuvieron los siguien-
tes resultados:

A4 =-1.292998381, A4,=1.559383010. (37)

Por lo tanto, LT-PM determina no solo una so-
lucidn, sino dos, que corresponden a los valores
de Aen (37) (Figural):

y(x) = -1.292998381-0.2 786 408 022

38
002401880 708+ 0002495 503821 50
$(x) =1.559 383 010 — 0.4 052 792 287"

+0.04213 236957+ —0.004106281329x° 39

Caso de estudio 2
A continuacion, se considera la siguiente ecua-
cion diferencial no lineal de tercer orden, con
condiciones a la frontera mixtas.

(40)
L0620 12500)-0 0531, y(0) =0, ¥'() =05,

donde € es un parametro pequerio.

Método 1: Utilizando PM

Se vera que PM no es adecuado para este segun-
do caso.

Denominando los términos:

L(y)=y"(x)
N(y)=y'(x)+2y*(x)

(41)

donde la prima denota diferenciacion con res-
pectoax.

Identificando € con el parametro de PM, se asu-
me a continuacion una solucion para (40) de la
forma: (42)
Y(x)=v,(x)+eV,(X)+V,(X)+EV,(X)+EV,(X)+...  (ver(2))
Al comparar de nuevo los coeficientes de po-
tencias iguales, como se hizo en el ejemplo ante-

rior, se pueden obtener sucesivamente las fun-
ciones

V,(x), v,(x), V,(x) V,(x),...

|—Solucio’n numérica ® (38) | (39)|
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X

B Figura 1. Aproximaciones LT-PM para (19); linea solida, solucion numérica; linea con circulos, so-
lucién aproximada (38); linea con cuadrados, solucion aproximada (39).
Figure 1. LT-PM approximations for (19); solid line, numerical solution; line with circles, approxi-
mate solution (38); line with squares, approximate solution (39).
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Teniendo en cuenta la ecuacidén de orden mas
bajo:
U
v(')’=0 v,(0)=0, V'(0)=0, V/(1)=-05. (43)

La solucion de la ecuacion diferencial (43), es
ax2
v, (x) =7+bx+c

donde a, b y ¢ son constantes de integracion.

Claramente no pueden satisfacer simultanea-
mente las condiciones de frontera impuestas al
problema, por lo tanto, PM es inapropiado para
encontrar una solucion aproximada para este
problema.

Método 2: empleando LT-PM
Aplicando el algoritmo de LT a (40), se obtiene:

L(y")+eL(y'+2y")=0 (44)

evaluando (8) para n=3 es posible reescribir (44)
como:

SV (5)=5"(0)-5'(0) = y'(0)+eL(y'+2)") =0 (45)

Resolviendo para Y(s) y aplicando la transfor-
macién inversa de Laplace £'se obtiene:

y(x)=£1{£2—%£(y’+2y2)} (46)
& s

después de definir 4=)'(0), y utilizar las con-
diciones y(0)=0, »"(0)=0

A continuacion, se asumira una solucién en se-
rie para y(x), en la forma:

y(x) = 20 v, @7

después de sustituir (47) en (46), se tiene que:

3 ey, - L] {é '93 L(e%; +ev)+ &) 4.4 2, +ev, + €7, +...)Z)} (48)

—
n=0 sT s

Al comparar los coeficientes de potencias iguales

se obtiene:
A
e v(x) =L {S_z} (49)
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S

e v,(x) = [ {(_%)L{v& +2V§ }} (50)

&2 vz(x)=fl{(_%)ﬁ(vHZvovl)} (561)
s

Al resolver las ecuaciones anteriores, después
de usar repetidamente (6), (7), (9) y (10), se ob-
tiene:

Vv, (x) = Ax (52)
142
v(x)=—2x'-_Xx
/(%) 30 (53)
2 3
v, (x)= G I S S S (54)
420 7560

120

y asi sucesivamente.

Al sustituir las soluciones (52) - (54) en (47), se
obtiene la siguiente aproximacion practica de
segundo orden:

-4 5, A€

xX)=Ax+¢e|—x -
y(x) [6 30

A,

T B I 4 x° (55)
120 420

7560

Para calcular el valor de A se requiere que (55)
satisfaga la condicion de frontera y*(1)=-0.5,
resultando en una ecuacidn algebraica para A.
Después de considerar el valor e =0.3como caso de
estudio, se obtuvieron los siguientes resultados:

A4,=-250779096532, y A4,=1.03702265777 (56)

Por lo tanto, LT-PM determina dos soluciones
aproximadas que corresponden respectivamen-
te a los valores de A obtenidos (Figura 2):

(57)

y(x)=1.03702265777x-0.0 518 511328 885x" —0.00 997 639 293 397x°
+0.000 230 446 284 157x” +0.0 000132 765 565 594x°

(58)

P(x) ==2.50 779 096 532 +0.125 389 548 266x° - 0.0 647 709 984 814x°
+0.00 134 764 618 409x” —0.000 187 756 384 717x°
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‘—Solucio'n numérica ® (57) ™ (58)|

0.75
0.50-
0.25 |
0
-0.25 °
-0.50 e
yx) -0.75 °
_17
-1.25
-1.50
-1.75
_2—
-2.25

0 01 02 03 04 05 0.6 0.7 08 0.9 1

=

X

B Figura 2. Aproximaciones LT-PM para (40); linea solida, solucién numérica; linea con circulos,
solucion aproximada (57); linea con cuadrados, solucién aproximada (58).
Figure 2. LT-PM approximations for (40); solid line, numerical solution; line with circles, approxi-

mate solution (57); line with squares, approximate solution (58).

RESULTADOS Y DISCUSION

Este articulo introdujo el método LT-PM, co-
mo una herramienta potencialmente util, en la
busqueda de aproximaciones de soluciones ana-
liticas aproximadas para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias no lineales, con condiciones a
la frontera mixtas y de Neumann; las condicio-
nes a la frontera de Neumann especifican los
valores de la derivada de una solucion sobre
los puntos frontera del intervalo de definicion
del problema. Si en su lugar se especifican los
valores de la solucidén en los extremos del in-
tervalo, se refiere a un problema con condi-
ciones a la frontera de Dirichlet. Las condi-
ciones a la frontera mixtas especifican que, se
utilizan diferentes tipos de condiciones a la
frontera en los puntos frontera del intervalo.
Por ejemplo, se puede utilizar una condicion de
Dirichlet en uno de los puntos extremos y en
el otro una condicién frontera de Neumann.
Tal como se explico, el método de perturbacion
con LT surgié de la combinacion de la LT y
el método PM, y su motivacion se encuentra
en la conocida aplicacién de la LT a ODES

doi.org/10.29059/cienciauat.v13i2.1119

lineales. Aunque el método puede usarse para
problemas definidos en intervalos abiertos (de
la misma manera que PM), asi como para pro-
blemas de condiciones de contorno de Diri-
chlet, se vio que su aplicacién a ciertos pro-
blemas, con condiciones de frontera mixtas y
de Neumann, podria ser relevante. Para enfa-
tizar la utilidad de LT-PM, se propusieron dos
problemas no lineales, para los cuales, incluso
los métodos numéricos proporcionaron unica-
mente una solucion para cada problema. Los
experimentos numéricos se realizaron median-
te el uso de rutinas incorporadas de Maple pa-
ra problemas de valores a la frontera (Tabla 1).
En particular, la aproximacién de menor or-
den de PM fue inapropiada para satisfacer las
condiciones de contorno propuestas, tal como
se requiere por el mismo método; a diferencia de
lo anterior, LT-PM adoptd una estrategia di-
ferente (Filobello-Nino y col., 2013b). Los mé-
todos como PM incluyen las condiciones de
contorno, desde el comienzo del problema, en
la aproximacién de orden mas baja, mientras
que LT-PM estima una de las condiciones ini-
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ciales desconocidas desde el principio del pro-
cedimiento, requiriendo que toda la solucién
propuesta satisfaga una o mas de las condicio-
nes de frontera, de este modo, se asegura que
la solucion aproximada se ajuste correctamen-
te en ambos limites del intervalo. Lo anterior
explica que LT-PM construya soluciones apro-
ximadas analiticas en forma de series rapida-
mente convergentes y de buena precision, in-
cluso en el caso de problemas no lineales, con-
siderando grandes valores del parametro de per-
turbacion, como ocurrid en la solucion de (19),
donde se uso el valor grande de ¢ =1, a pesar de
que PM proporciona en general, mejores re-
sultados para valores pequefios del parametro
de perturbacion antes mencionado.

Ademas, a partir del algoritmo LT-PM, se cal-
cularon las soluciones analiticas (38), (39) y
(57), (68), correspondientes respectivamente a
los problemas no lineales (19) y (40). Por lo tan-
to, a diferencia del método numérico, LT-PM
resultd util para generar soluciones multiples
de problemas no lineales, con condiciones a
la frontera, correspondientes a valores diferen-
tes de una condicion inicialmente desconoci-
da (387) y (66). Por otra parte, se verifico la pre-
cisién de las soluciones propuestas en este es-
tudio (38), (39) y (57), (68), calculando el error
residual cuadratico (SRE, por sus siglas en in-
glés: Square Residual Error) definido por:

}R2 ()_c(t))dt

donde a y b son dos valores dependientes del
problema a resolver; el residuo se define por:

R(}(t)) - L(}(t)) + sN()_c(t))

donde x (1) es una solucién aproximada de (1)
(Marinca y Herisanu, 2011).

Los valores de SRE obtenidos para las solucio-
nes aproximadas (38) y (39), del problema (19),
resultaron ser apenas de 0.000 017 101 943 65
y 0.000 087 034 956 18, mientras que el par de
soluciones (57) y (568), correspondientes al pro-
blema propuesto por (40) obtuvieron valores de
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SRE de 0.001 305 538 272 30 y 0.000 123 774
779 692, respectivamente, lo cual confirma la
potencialidad de LT-PM.

Por otro lado, de (38), (39), (57) y (58), se obser-
va que LT-PM es también un método capaz de
obtener multiples soluciones (a diferencia de
PM). De hecho, las soluciones propuestas son
expresiones matematicas precisas y cortas, idea-
les para aplicaciones practicas. Esto contrasta
con otros métodos empleados en la busqueda
de soluciones multiples de ODES no lineales.
Por ejemplo, en Abbasbandy y col. (2009), se
empled el método de analisis homotdpico (HAM,
por sus siglas en inglés: Homotopy Analysis
Method) para encontrar soluciones multiples al
problema no lineal de condiciones a la fronte-
ra que describe la cinética de algunas reaccio-
nes quimicas, pero las soluciones obtenidas co-
rresponden a una serie de a proximaciones de
30 y 60 términos. En general, las series de HAM
son muy precisas, con buenos resultados, pero
a menudo son demasiado largas para las apli-
caciones.

De la misma manera He (2006), utilizo un mé-
todo clédsico, el método de Ritz para obtener
soluciones multiples para el problema de Bra-
tu. Aunque el proceso es relativamente sim-
ple, el método para obtener una solucion apro-
ximada de un problema no lineal, se vale de
una funcién de prueba. Puesto que dicha fun-
cidn requiere, preferentemente, de conocer por
adelantado algo de la naturaleza de la solucion
que se quiere obtener, y dado que no hay una
manera sistematica de obtenerla, los resulta-
dos obtenidos pueden ser poco exactos. En es-
te sentido, Chow (1995), expuso que la manera
de mejorar la precision del método, requiere a
menudo de un incremento del esfuerzo com-
putacional. Estas consideraciones contrastan
con la metodologia LT-PM, la cual es sistema-
tica, relativamente facil de aplicar y sus resul-
tados aproximados son muchas veces expre-
siones cortas, con buena precision. Cabe men-
cionar que, como ya se dijo, el método numé-
rico utilizado proporciond solo una solucién
numeérica para cada caso. En el caso del pro-
blema (19) proporciond la solucidén correspon-
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diente a (38), mientras que para el problema
(40), se obtuvo la solucién que corresponde a
(58). De hecho, no solo de los valores peque-
fios del SRE obtenidos se infiere la precision

B Tablal. Hojas de trabajo de maple.
Table 1. Maple worksheets.

de las soluciones propuestas en este estudio,
sino que de las Figuras 1y 2 se observa visual-
mente la precisién antes mencionada para las
soluciones 38 y 58.

3

3

Solucion numérica y aproximaciones
LT-PM para (19).

Solucion numérica y aproximaciones
LT-PM para (40)

restart; with(plots):

restart; with(Optimization): with(Statistics): with
(plots): Digits := 12; with(numapprox):

#ECUACION DIFFERENCIAL NO LINEAL
ecl = diff(y(x), %, x) +epsilon*x*y(x)*y(x);
ics:= (D(¥))(0) =0, D)D) =-1;
epsilon0:=1;

sysnl:= eval(ecl, epsilon = epsilon0);

#ECUACION DIFFERENCIAL NO LINEAL

ecl = diff(y(x), %, x, x)+epsilon*(diff (y (%), x)+2 y(x)y(x));
sys:=ecl;

ypa:=2;

ics:= (D(D(¥)))(0) =0, DD =-1/2,y(0) = 0;
epsilon0 :=.3;

sysnl:= eval(sys, [epsilon = epsilon0]);

#SOLUCION NUMERICA

sol := dsolve({ics, sysnl}, numeric);
#POLINOMIO CALCULADO CON LAPLACE
PERTURBATION METHOD
Ysol:=a-(1/6)*a"2*epsilon*x"3+(1/90)*a"3*epsi-
lon"2*x"6-(1/1120)*epsilon"3*a"4*x"8;

#SOLUCION NUMERICA

sol := dsolve({ics, sysnl}, numeric, method = bvp[middefer]);
#POLINOMIO CALCULADO CON LAPLACE PERTURBA-
TION METHOD
FX:=a*x+epsilon*(-(1/6)*a*x"3-(1/30)*a"2*x"5)+epsilon"2*((
1/120)*a*x"5+(1/420)*a"2*x"7+(1/7560)*a"3*x"9);

FX1 := eval(FX, epsilon = epsilon0);

ec? = eval(diff(FX1,x,%),x=1) =-1/2;

#CALCULO DE LAS DOS SOLUCIONES POLI-
NOMIALES

sola := fsolve(eval(diff(Ysol, x), [x = 1, epsilon =
epsilon0]) =-1)[1]:

solb :=fsolve(eval (diff(Ysol, x), [x = 1, epsilon =
epsilon0]) =-1)[2]:

Ysolnl := eval(Ysol, [epsilon = epsilonO, a = sola]):

Ysoln2 := eval(Ysol, [epsilon = epsilonO, a = solb]):

#CALCULO DE LAS SOLUCIONES POLINOMIALES
ttl:=fsolve({ec2})[1];

tt2 := fsolve({ec2P[2];

solx1 := eval(FX1, ttl);

solx2:=eval (FX1,tt2);

#CALCULO DEL ERROR RESIDUAL PARA EL
POLINOMIO (38)

int((eval(sysnl, y(x) = Ysolnl))*(eval(sysnl, y(x)
=Ysolnl)),x=0..1);

#CALCULO DEL ERROR RESIDUAL PARA EL
POLINOMIO (39)

int((eval(sysnl, y(x) = Ysoln?2))*(eval(sysnl, y(x)
=Ysolnl)),x=0..1);

#CALCULO DEL ERROR RESIDUAL PARA EL POLINO-
MIO (57)

int((eval(sysnl, y(x) = s0lx1))"2,x=0..1);

#CALCULO DEL ERROR RESIDUAL PARA EL POLINO-
MIO (58)

int((eval(sysni, y(x) = solx2))"2,x=0..1);
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#GRAFICAS

Al:=plot(Ysolnl,x=0..1, color = blue, numpoints
=17, style = point, symbol = solidcircle, symbolsi-
ze =14, legend = [“(38)”], legendstyle = [location =
“top”, font = [TIMES, BOLDITALIC, 22]]);

A2 :=plot(Ysoln2,x=0..1, color = red, numpoints
=17, style = point, symbol = solidbox, symbolsize
=14,legend = [“(39)”], legendstyle = [location =
“top”, font = [TIMES, BOLDITALIC, 22]]);

A3 :=odeplot(sol, [x,y(x)],x=0..1, legend = [“So-
lucion numérica”], legendstyle = [location = “top”,
font = [TIMES, BOLDITALIC, 22]]);

display({A1, A2, A3}, font = [TIMES, BOLDITA-
LIC, 22], tickmarks = [10, 10], labels = [“x”, “y(x)”],

#PLOTEO DE GRAFICA

Al :=plot(solx1l,x=0..1, color = blue, numpoints = 17, style =
point, symbol = solidcircle, symbolsize = 14, legend = [“(57)"],
legendstyle = [location = “top”, font = [TIMES, BOLDITALIC,
221D);

A2 :=plot(solx2,x=0..1, color = red, numpoints = 17, style =
point, symbol = solidbox, symbolsize = 14, legend = [“(58)”],
legendstyle = [location = “top”, font = [TIMES, BOLDITALIC,
221D);

A3 :=odeplot(sol, [x,y(x)],x=0..1,legend = [“Solucién numé-
rica”], legendstyle = [location = “top”, font = [TIMES, BOLDI-
TALIC, 22]D);

display({A1, A2, A3}, font = [TIMES, BOLDITALIC, 22], tick-
marks =[10, 10], labels = [“x”, “y(x)”], axes = BOXED);

axes = BOXED);

CONCLUSIONES

Este trabajo propone una modificacion de PM,
el método LT-PM, con el fin de proporcionar
aproximacion de soluciones analiticas aproxi-
madas para ecuaciones diferenciales no linea-
les, con condiciones de frontera. En especial,
se consideraron algunos casos de condiciones
de frontera mixtas y Neumann, donde el mé-
todo PM fracasd en la busqueda de solucio-
nes aproximadas. El procedimiento propuesto
consiste en expresar el problema de resolver
una ecuacion diferencial ordinaria no lineal,
en términos de la solucion de una o mas ecua-
ciones algebraicas, para una o varias condi-
ciones desconocidas de la ecuacion diferencial
ordinaria a resolver. Una ventaja de este pro-
cedimiento es que, LT-PM permite la posibili-
dad de obtener soluciones multiples, mientras
que, por el contrario, PM no puede generar es-
te tipo de soluciones, e incluso a veces es in-

capaz de encontrar al menos una solucion,
como ocurrié con los casos de estudio pro-
puestos. De lo anterior, y del hecho de que LT-
PM no requiere de la solucién iterativa (mu-
chas veces engorrosa) de varias ecuaciones di-
ferenciales acopladas, como lo requiere PM
(de hecho LT-PM utiliza sistematicamente, LT
elementales y propiedades de LT sencillas). Se
concluye que el método propuesto resulto efi-
ciente en los casos particulares presentados,
y se espera que también sea una herramien-
ta potencialmente eficiente y util para otros
casos de estudio, en particular, aquellos rela-
cionados con aplicaciones practicas en cien-
cias e ingenieria. Cabe resaltar que el proce-
dimiento propuesto puede ser implementado
para estudiantes que hayan cursado previamen-
te las materias de ecuaciones diferenciales y
métodos numéricos.
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